
上海交大乐经良

Chap 10－2

第二类曲线积分

和曲面积分



10.2.1 向量值函数曲线积分的概念

一.例子与概念

问题

)),,(),,(( yxQyxP
.

设在光滑平面曲线C 上有连续的作用力

求F 作用于C上质点从起点A
移动到终点B 所做的功为多少？

),( yxF

考察质点在C上任一M处

移动一段弧微元所作的功

A

BM

C

e

F

dsdW eF 

 
C

dsW eF



由于单位切向量 )(
ds
dy

ds
dx ,e 

)( dydxds ,e  

于是

 
CC

QdyPdxdsW eF

向量函数F = (P(x,y), Q(x,y)) 在曲线C切方向

(A到B)上投影的曲线积分写成

 
C

QdyPdx

称为向量值函数曲线积分或第二类曲线积分

记 r =(x,y),可将其写为  
C

d rF (向量形式)

(给出两类曲

 线积分关系)



二. 性质

与第一类曲线积分不同,第二类曲线积分与

曲线方向有关

 
BAAB

QdyPdxQdyPdx

还有与其他积分类似的性质,例如线性与可加性

注意

1)两种曲线积分形式的不同

2)
 

Q =0或P =0, 
CC

QdyPdx 或 仍是第二类



例
 

试将第二类曲线积分

 
C

xydydxx2

化为第一类曲线积分,其中C 是由(-2,0)到(2,0)的

24 xy 上半圆周

 
CC

dsQdyPdx eF利用 , 注意切向量 ))((1, xy

单位化可得 e
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10.2.2 向量值函数曲线积分的计算

 
CC

dsQdyPdx eF

若曲线C: AB为 ][
)(
)(

 ,







t
tyy
txx

考察

起点A 对应α,终点B 对应β

))()(()( dttydttxdydxds  ,,e

,由于

)))()(())()((())()(( tytxQtytxPyxQyxP ,,,,,,F 

dttytytxQtxtytxPQdyPdx
C

)]())(),(()())(),(([  




故得计算式



例
 

计算曲线积分

dyxxydxI
C

22  
C是由O(0,0)到A(1,1)的如下曲线

;)2(;)1( 3xyxy 

(3)由O经B(1,0)到A的折线

例 计算 dyyxdxyxI
C

)3()32(  
曲线C为起点A(1,0)到终点B(－1,0)的上半圆周

)0(122  yyx



例
 

平面上指向原点的力大小为 ,22 yx  求其

使质点沿曲线 )0(  aayx 由点A(a,0)到

B(0,a)所做功

思考或猜测

空间曲线L=AB:x=x(t),y=y(t),z=z(t), ],[ t

(起点A 对应α,终点B 对应β),则第二类曲线积分

RdzQdyPdx
L

 如何引进和计算



dzydyxdxzy
L

22 4)5( 例 计算

曲线L 是
42 ,, tztytx  由(1,1,1)到(0,0,0)

的一段弧
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10.4.2  向量值函数曲面积分

一. 双侧曲面

设S是一光滑曲面，n是起点P 在S 上的任一法

向量，若P在S上沿任何曲线连续变动而不越过曲面

边界回到起始位置时，法向量n 总是保持原来的指

向，则称S 是双侧曲面
 

(Möbius面不是双侧曲面)

常选定双侧曲面S一侧方向为正向,称为正侧，

记为S+; 而封闭曲面通常取外侧为正侧



二.  概念与性质

1. 例子与概念

设均匀流体具有连续的速度 ),,,( RQPv 这里

P, Q, R是x, y, z 的函数，流体自曲面S 的负侧流向

正侧，求单位时间通过S 的流量

在曲面微元dS 上 ，有

dSd 0nv  (n0是单位外法向量)

dS
S

0nv  
若去掉问题的物理背景，对向量函数F =(P, Q, R)



可以引进积分

dS
S

0nF 

记单位正侧法向量 n0 ),cos,cos,(cos  那么

dScos而 是dS 在xy 平面上的投影，是xy 平面上面积

微元，可记为dxdy，同样 dSdS  cos,cos 分别记为

dydz 和 dzdx, 于是又可将上述积分记为

 
SS

dSRQPdS )coscoscos(0 nF

Sd(也记为) 定侧曲
 面微元



上式的右端形式称为向量值函数曲面积分或第二类

（这里的S+指出n0的方向，即积分在哪侧进行）





SS

RdxdyQdzdxPdydzdS0nF

曲面积分

从而





S

RdxdyQdzdxPdydz

 
S

dSRQP )coscoscos( 

（两型曲面积分的关系）



2. 性质

第二类曲面积分与在曲面哪一侧积分有关





S

RdxdyQdzdxPdydz





S

RdxdyQdzdxPdydz

三. 计算法

若曲面方程为

Dvu
vuzz
vuyy
vuxx














),(
),,(
),,(
),,(

（试提出其他性质）



则其法向量为 ),,( CBA ，故单位法向量为

),,(1
222

CBA
CBA 



而 dudvCBAdS 222  ，导出计算式

)cos,cos,(cos 

dudvRCQBPARdxdyQdzdxPdydz
DS

)(  


（其中正负号选择依据积分一侧的法向量而定）

特别当 xyDyxyxzz  ),(),,(

dxdyRQzPzRdxdyQdzdxPdydz y
D

x
S xy

)(  




则其法向量为 ),,( CBA ，故单位法向量为

),,(1
222

CBA
CBA 



而 dudvCBAdS 222  ，导出计算式

)cos,cos,(cos 

dudvRCQBPARdxdyQdzdxPdydz
DS

)(  


（其中正负号选择依据积分一侧的法向量而定）

特别当 xyDyxyxzz  ),(),,(

dxdyRQzPzRdxdyQdzdxPdydz y
D

x
S xy

)(  




例如

dxdyyxzyxRdxdyzyxR
xyDS
 



)),(,,(),,(

例 计算 
S

xyzdxdyI

的部分外侧： 0,0)2;0)1  yxz

，其中S 是单位球面

1222  zyx

例
 

计算曲面积分

3 d d d d 2 d dI x y z y z x z x y


  

Σ是曲面
2 2z x y  被平面z =2y 所截下部分的下侧



x

y

z

O

Dxy



z 2y

图形如右图

例 流速 )2,2,( zxyx v 的流体，求其单位时间

经过锥面 )0(,22 hzyxz  的上侧流向下侧

的流量
3

3
5 h



例
 

计算曲面积分

 
3

2 2 2 2

d d d d d dx y z y z x z x yI
x y z

 


 


其中Σ是球面 2 2 2 2 ( 0)x y z R R    的外侧
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